
ǥȉȓȄȌȄǾȑ ǤȎȋǼȑ ǤȄȃȎȋǼȌȘȌ



ǥȈȒȀȂȘȂǽ

º ǤȎȋǼȑ  ȏȎȔ ȁȀȒǾȅȎȌȓȀȈ ȒȄ  ȒȔȂȉȐǾȒȄȈȑ :  ǩȒȎȅȔȂȈȒȋǼȌȀ ȃǼȌȓȐȀ ȄȜȐȄȒȆȑ  ( ȃǼȌȓȐȀ ȓȀ  ȕȜȊȊȀ ȓȘȌ 
ȎȏȎǾȘȌ ȀȏǼȖȎȔȌ ȓȆȑ ǾȃȈȀȑ ȓǻȍȄȘȑ ȋȄȂǼȇȎȔȑ,ȀȏțȒȓȀȒȆ ȀȏȎ ȓȆ ȐǾȅȀ) 

º ǴȗȎȅȔȂȈȒȋǼȌȀȃǼȌȓȐȀ ( ȉȐȈȓǽȐȈȎ ȅȜȂȈȒȆȑ ȉǻȇȄ ȉțȋȁȎȔ ȀȏȎȓȄȊȄǾ ȓȎ ȜȗȎȑ ȓȘȌ ȔȏȎȃǼȌȓȐȘȌȓȎȔ) :  

º AVL 

º ( a,b ) TREES 

º B - TREES 

º RED  ðBLACK TREE 

º ǢȀȐȎȅȔȂȈȒȋǼȌȀȃǼȌȓȐȀ (ȉȐȈȓǽȐȈȎ ȅȜȂȈȒȆȑ ȉǻȇȄ ȉțȋȁȎȔ ȀȏȎȓȄȊȄǾ ȓȎ  ȁǻȐȎȑ  ȓȘȌ ȔȏȎȃǼȌȓȐȘȌ
ȓȎȔ) : 

º BB[a] TREES 

º SKIP LISTS 

º INTERPOLATION SEARCH TREES 

º ǢǡǱǯǦǴǣǩǲǬǥǭǡ  B - TREES



AVL tree  (A delson -Velsky and Landis)

º ǤȔȀȃȈȉț ȈȒȎȅȔȂȈȒȋǼȌȎ ȃǼȌȓȐȎ  ðȒȄ ȉǻȇȄ ȉțȋȁȎ ȓȀ ȜȗȆ ȓȘȌ ȔȏȎȃǼȌȓȐȘȌȓȎȔ  ȃȈȀȕǼȐȎȔȌ ȓȎ 

ȏȎȊȜ ȉȀȓǻ ǼȌȀ. 

º ǴȗȎȅȜȂȈȒȆȓȎȔ  u:  hb(u) =  ȜȗȎȑ( R(u) ) ðȜȗȎȑ( L(u) ), hb (u) { +1 , 0 ,  - 1 } 

º ǳȎ ȜȗȎȑ h ȄȌțȑ ȃǼȌȃȐȎȔ AVL  ȋȄ n  ȒȓȎȈȖȄǾȀ ȄǾȌȀȈ ǯ( logn ).
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AVL tree ðAccess(x)

º ǮȄȉȈȌǻȋȄ ȀȏȎ ȓȆ ȐǾȅȀ ȉȀȈ ȄȊǼȂȖȎȔȋȄ ȒȄ ȉǻȇȄ ȉțȋȁȎ  u : 

º ȀȌ  x < val(u)  ȒȔȌȄȖǾȅȎȔȋȄ ȀȐȈȒȓȄȐǻ 

º ȀȌ  x > val(u)  ȒȔȌȄȖǾȅȎȔȋȄ ȃȄȍȈǻ Ȅ Șȑ țȓȎȔ ȁȐȎȜȋȄ ȓȎ  x 

º ǯ ȖȐțȌȎȑ ȓȆȑ  Access(x)  ȄǾȌȀȈ Ǩ( logn )



AVL tree ðInsert(x, T)

º ǯ ȏȐȝȓȎȑ ȉțȋȁȎȑ ȒȓȎ ȋȎȌȎȏǻȓȈ Ȁȏț ȓȎȌ ȉțȋȁȎ v (ȏȎȔ ȄȈȒǽȖȇȆ ȒȓȎ ȃǼȌȃȐȎ) ȏȐȎȑ ȓȆ ȐǾȅȀ, 

ȓȎȔ ȎȏȎǾȎȔ ȓȎ balance ǽȓȀȌ +1 ǽ ĭ1 (ȏȐȈȌ ȓȆȌ ȄȈȒȀȂȘȂǽ) ȎȌȎȋǻȅȄȓȀȈ ȉȐǾȒȈȋȎȑ ȉțȋȁȎȑ ( 

ȉȐǾȒȈȋȎ ȋȎȌȎȏǻȓȈ ȀȌȓǾȒȓȎȈȖȀ). 

º ǡȌ Ȏ ȉțȋȁȎȑ ȀȔȓțȑ ȀȏȎȉȓǻ balance +2 ǽ ĭ2 ȋȄȓǻ ȓȆȌ ȄȈȒȀȂȘȂǽ, ȓțȓȄ ȄǾȌȀȈ Ȏ ȏȐȝȓȎȑ 

ȉțȋȁȎȑ ȒȓȎ ȋȎȌȎȏǻȓȈ Ȁȏț ȓȎȌ v ȒȓȆ ȐǾȅȀ ȂȈȀ ȓȎȌ ȎȏȎǾȎ ȇȀ ȏȐǼȏȄȈ ȌȀ ȂǾȌȎȔȌ ȉȀȓǻȊȊȆȊȄȑ 

ȄȌǼȐȂȄȈȄȑ ȝȒȓȄ ȌȀ ȃȈȎȐȇȘȇȄǾ ȓȎ balance ȓȎȔ. 

º ǤȈȀȉȐǾȌȎȔȋȄ ȏȄȐȈȏȓȝȒȄȈȑ ȀȌǻȊȎȂȀ ȋȄ ȓȎ ȄǾȃȎȑ ȓȘȌ ȃȜȎ ȏȐȝȓȘȌ ȀȉȋȝȌ ȓȎȔ ȋȎȌȎȏȀȓȈȎȜ 

Ȁȏț ȓȎȌ ȉȐǾȒȈȋȎ ȉțȋȁȎ w ȏȐȎȑ ȓȎȌ ȄȈȒȀȖȇǼȌȓȀ ȉțȋȁȎ v ( ȀȏȊǽ ȏȄȐȈȒȓȐȎȕǽ / ȃȈȏȊǽ 

ȏȄȐȈȒȓȐȎȕǽ)



AVL tree ðInsert(x, T)

º ǰȄȐǾȏȓȘȒȆ  RR (Right - Right):

ǪȀȈ ȎȈ ȃȜȎ ȀȉȋǼȑ ȎȃȆȂȎȜȌ  ȃȄȍȈǻ.ǥȉȓȄȊȎȜȋȄ  ȋȈȀ ȀȐȈȒȓȄȐǽ  ȏȄȐȈȒȓȐȎȕǽ ȂȜȐȘ  Ȁȏț ȓȎȌ 

ȉȐǾȒȈȋȎ  ȉțȋȁȎ.

º ǰȄȐǾȏȓȘȒȆ  LL (Left - Left): 

ǪȀȈ ȎȈ ȃȜȎ ȀȉȋǼȑ ȎȃȆȂȎȜȌ  ȀȐȈȒȓȄȐǻ.ǥǾȌȀȈ  ȒȔȋȋȄȓȐȈȉǽ ȓȆȑ ȏȄȐǾȏȓȘȒȆȑ  RR!ǬǾȀ  ȃȄȍȈǻ 

ȏȄȐȈȒȓȐȎȕǽ  ȂȜȐȘ Ȁȏț ȓȎȌ ȉȐǾȒȈȋȎ ȉțȋȁȎ ȀȐȉȄǾ ȂȈȀ ȌȀ ȄȏȈȊȔȇȄǾ  ȓȎ ȏȐțȁȊȆȋȀ  ȋȄ ȓȎ 

balance ȓȎȔ! 



AVL tree ðInsert(x, T)

º ǰȄȐǾȏȓȘȒȆ  RL ( Right - Left): 

ǧ ȏȐȝȓȆ Ȁȉȋǽ ȎȃȆȂȄǾ ȃȄȍȈǻ ȉȀȈ Ȇ  ȃȄȜȓȄȐȆ ȀȐȈȒȓȄȐǻ. ǡȏȀȈȓȎȜȌȓȀȈ  ȃȜȎ ȏȄȐȈȒȓȐȎȕǼȑ, ȋȈȀ  

ȃȄȍȈǻ ȏȄȐȈȒȓȐȎȕǽ  ȂȜȐȘ Ȁȏț ȓȎȌ ȄȏțȋȄȌȎ  ȓȎȔ ȉȐǾȒȈȋȎȔ  ȉțȋȁȎȔ ȒȓȎ ȋȎȌȎȏǻȓȈ  ȓȎȔ  ȎȃȆȂȄǾ  

ȒȓȎȌ v  ȉȀȈ ȋȈȀ  ȀȐȈȒȓȄȐǽ ȏȄȐȈȒȓȐȎȕǽ ȂȜȐȘ Ȁȏț  ȓȎȌ ȉȐǾȒȈȋȎ  ȉțȋȁȎ. 

º ǰȄȐǾȏȓȘȒȆ  LR ( Left - Right): 

ǧ ȏȐȝȓȆ Ȁȉȋǽ ȎȃȆȂȄǾ ȀȐȈȒȓȄȐǻ ȉȀȈ Ȇ ȃȄȜȓȄȐȆ  ȃȄȍȈǻ. ǥǾȌȀȈ  ȒȔȋȋȄȓȐȈȉǽ ȓȆȑ ȏȄȐȈȏȓȝȒȄȘȑ  RL. 

ǡȏȀȈȓȎȜȌȓȀȈ  ȃȜȎ ȏȄȐȈȒȓȐȎȕǼȑ, ȋȈȀ ȀȐȈȒȓȄȐǽ ȏȄȐȈȒȓȐȎȕǽ ȂȜȐȘ Ȁȏț  ȓȎȌ ȄȏțȋȄȌȎ  ȓȎȔ 

ȉȐǾȒȈȋȎȔ  ȉțȋȁȎȔ  ȒȓȎ ȋȎȌȎȏǻȓȈ ȏȎȔ ȎȃȆȂȄǾ ȒȓȎȌ v ȉȀȈ  ȋȈȀ ȃȄȍȈǻ  ȏȄȐȈȒȓȐȎȕǽ ȂȜȐȘ Ȁȏț 

ȓȎȌ ȉȐǾȒȈȋȎ ȉțȋȁȎ.



AVL tree ðDelete(x, T)

º AȉȎȊȎȔȇȎȜȋȄȓȎȌ ôȀȊȂțȐȈȇȋȎõ ȃȈȀȂȐȀȕǽȑ ȒȄ ȃȔȀȃȈȉț ȃǼȌȃȐȎ: 

º Access(x) 

º ǤȈȀȂȐȀȕǽ ȓȎȔ ǾȃȈȎȔ ȓȎȔ ȉțȋȁȎȔ  x ȀȌ ȄǾȌȀȈ ȕȜȊȊȎ. 

º ǡȌȓȈȉȀȓǻȒȓȀȒǽ ȓȎȔ Ȁȏț ȓȎ ȏȀȈȃǾ ȓȎȔ ȀȌ ǼȖȄȈ ȋțȌȎ ǼȌȀ ȏȀȈȃǾ. 

º ǡȌȓȈȉȀȓǻȒȓȀȒǽ ȓȎȔ Ȁȏț ȓȎȌ ȄȏțȋȄȌț ȓȎȔ ȒȓȆȌ ȄȌȃȎȃȈȀȓȄȓȀȂȋǼȌȆȃȈǻȓȀȍȆ ȀȌ ǼȖȄȈ ȃȜȎ  ȏȀȈȃȈǻ. 

º Balance
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ǰȄȐǾȏȓȘȒȆ   (ii)



-1

-1 

ǪǪA

+1 

-1 

-1 

0 

0

0 0 

ǪǪA

ii)

i)

0/ +1 

+1 

0 

ǪǪA
iii)

ǡȏȎȒȁǼȒȄȈȑ



h-+1

h

A

B C

x

y

ǬȎȐȕǽ ȓȎȔ ȔȏȎȃǼȌȃȐȎȔȋȄ ȐǾȅȀ ȓȎȌ ǪǪǥ x, ȏȐȈȌ ȓȆȌaȏțȒȁȄȒȆȒȓȎ ǡ

ǤȈȀȂȐȀȕǽ



h+2

h-2

h-1 h-1

h

+2

0

A

B C

x

y

h
h-1

h-2 h-1

h+1

-1

+1

C

ǡ Ǣ

Ƕ

y

ǰȄȐǾȏȓȘȒȆ   (i)



h+1

h-2

h-2 h-1

h

+2

+1

A

B C

x

y

h-1
h-1

h-2 h-2

h

0

0

C

ǡ Ǣ

Ƕ

y

ǰȄȐǾȏȓȘȒȆ   (ii) ðȋȆ ȓȄȐȋȀȓȈȉǽ
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(a,b )-tree

º ǚȒȓȘ a,b ȀȉǼȐȀȈȎȈ ȓǼȓȎȈȎȈ ȝȒȓȄ aÓ 2 ȉȀȈ bÓ 2a-1. ǚȌȀ ȃǼȌȓȐȎ ǳ ȄǾȌȀȈ (a, b) ȀȌ

º ǝȊȀ ȓȀ ȕȜȊȊȀ ȓȎȔ ǳ ǼȖȎȔȌ ȓȎ ǾȃȈȎ ȁǻȇȎȑ(ȃȆȊȀȃǽ ȓȎ ȃǼȌȓȐȎ ȄǾȌȀȈ ȏȊǽȐȘȑ ȅȔȂȈȒȋǼȌȎ)

º ǣȈȀ ȉǻȇȄ ȉțȋȁȎ u ȓȎȔ ǳ, ȈȒȖȜȄȈ p(u)Ò b {p(u) = ȀȐȈȇȋțȑ ȓȘȌ ȏȀȈȃȈȝȌ ȓȎȔ u}

º ǣȈȀ ȉǻȇȄ ȉțȋȁȎ u ȓȎȔ ǳ, ȋȄ ȄȍȀǾȐȄȒȆ ȓȆ ȐǾȅȀ, ȈȒȖȜȄȈ p(u)Ó a

º ǣȈȀ ȓȆ ȐǾȅȀ r ,ȈȒȖȜȄȈ p(r)Ó 2

º ǝȓȀȌ b = 2a ð1 ȓțȓȄ ȓȎ (a,b ) tree ȎȌȎȋǻȅȄȓȀȈ B-tree .





Split(v)

1. ǤȈȀȖȘȐȈȒȋțȑ ȓȎȔ v ȒȄ ȃȜȎ ȓȋǽȋȀȓȀ ǼȌȀ ȏȎȔ ȏȄȐȈǼȖȄȈ ȓȀê(b+1)/2 ú

ȀȐȈȒȓȄȐțȓȄȐȀ ȉȀȈ ǼȌȀ ȏȎȔ ȏȄȐȈǼȖȄȈ ȓȀ è(b+1)/2 øȃȄȍȈțȓȄȐȀ ȏȀȈȃȈǻ

2. ǤȆȋȈȎȔȐȂǾȀ ȄȌțȑ ȉȀȈȌȎȜȐȈȎȔ ȉțȋȁȎȔ võ ȀȐȈȒȓȄȐǻ ȓȎȔ v

3. Ta ȃȄȍȈțȓȄȐȀ è(b+1)/2 øȏȀȈȃȈǻ ȓȎȏȎȇȄȓȎȜȌȓȀȈ ȒȓȎȌ võ ȋȀȅǾ ȋȄ ȓȀ ȉȊȄȈȃȈǻ

k è(b+1)/2 ø+1,é,kp(v)

4.   ǚȒȓȘ u Ȏ ȏȀȓǼȐȀȑ ȓȎȔ v. ǳȎ ȉȊȄȈȃǾ k è(b+1)/2 øȓȎȏȎȇȄȓȄǾȓȀȈ ȒȓȎȌ u ȀȌǻȋȄȒȀ 

ȒȓȎȔȑ ȃȄǾȉȓȄȑ ȒȓȀ ȔȏȎȃǼȌȓȐȀȋȄ ȐǾȅȄȑ ȓȎȔȑ ȉțȋȁȎȔȑ v ȉȀȈ võ
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Share(v)


